Egy ismeretlen feladat

Az [ 1 ] miiben taladltuk az alabbi példat — 1. abra. Most ezt dolgozzuk fel.

Example.—(, D are two fixed points in the diameter 4B of a circle,
and GE a semichord parallel to 4B. The locus of P the intersection of
D@, CE is a conic. (Brocarp.)
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Let O be the centre. Join OF, and let €O =¢, DO = d, and the angle
BOE = 0; then the equations of O'E, DG are

(rsin@)z —(rcos0+c)y+resind=0, (rsing)a—dy+rdsing=0.
Hence eliminating 0 we get
(o= d)at o+ diyf = 12z + )= 0,
which by the foregoing condition is an ellipse, a parabola, or a hyperbola,
according as (¢ — d)? — »? is positive, zero, or negative.

1. dbra — forrasa: [ 1 ]
A feladat

Az O kodzéppontu, r sugaru kor AB atméro - egyenesén adott a két rogzitett pont: C és D,
valamint az AB - vel parhuzamos GE fél har. Mutassuk meg, hogy a DG és a CE egyene -
sek P metszéspontjainak mértani helye(i) kupszelet(ek)!

A megoldas

Ehhez tekintsiik a 2. &brat!
Itt megismételtiik az 1. abrat, néhany jeloléssel kiegészitve.

Ez alapjan
~ a CE egyenes egyenlete:
__ r-sinf _y
tg<'01_c+r-c059_c+x' (l)

innen adddik az 1. dbrardl leolvashato egyik egyenes - egyenlet megfeleldje:
(r-sin@)-x+r-sinf-c—(c+r-cosf)-y=0; (1*)
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2. abra
~ a DG egyenes egyenlete:
r-sin 0
tgp, = ——=-—, (2)

innen adodik az 1. abrardl leolvashaté masik egyenes - egyenlet megfeleldje:
(r-sin@)-x+r-sinf-d—d-y=0. (2%*)

A keresett P pont Xp és yp koordinatai kozotti osszefliggést megado egyenlethez ugy
jutunk, hogy az ( 1) és ( 2 ) egyenletekbdl kikiiszoboljiik a 8 szogvaltozot.

A (2) egyenletbol:
r'sinf _ y e _d .
4 T ea O TSMO=TT0Y (3)

Az (1) egyenletbdl:

r-sinf _ y el _ Y . .
s T o T Tsing =—— (c+71-cosH). (4)

Most (3 ) és (4) - gyel:
d
x+d

vy =2 . 4t :
y_c+x (C+T' COSB) - x+d  cHx (C-I—T' COSQ)’




innen:
d
r-cose—m-(x+c)—c. (5)

Majd (3 ) és ( 5) négyzetosszegét képezve:

2 2
2 . cin? 2.2 — (4. ) [d . _ ]
r¢-sin“@ +r--cos“0 (x+d y) +l0 (x+c)—c|,
d?-y? n [d - (x+c)—c - (x+d)]?

(x+d)?2 (x+d)2 !

r? - (sin? @ + cos? @) =

2 _ d*y?  [x-(d-o)?
T (x+d)? (x+d)? '’
d?-y?>+(d—-c)* x> =7r?-(x +d)?, innen:

d?-y?+(d—-c)?x*—r?>-(x+d)?*>=0| (6)

A (6) egyenlet is megfelel az 1. abra szovegében talalhatonak. Ez egy masodfoka implicit
fuggvénykapcsolat a keresett mértani hely(ek)re.

Annak érdekében, hogy jobban leolvashaté legyen, hogy milyen gorbé(ke)t ir le, atalakit -
juk a ( 6) egyenletet:

d-y*+(d—-c)-x*—r*-(x*+2-d-x+d*) =0,
d?-y>+[(d—c)?>—7r?]-x*=2-(d-r®>)-x—(%-d*)=0. (7)

A konnyebbség kedveéert roviditd jeloléseket vezetiink be:
A=({d-¢c)—-r>, B=d-r*>, C=7r?-d*. (8)

Most (7 )¢és (8) - cal:
d?-y>+A4-x*-2-B-x—C=0. (9)

Az 1. abran az olvashatd, hogy a keresett mértani hely tipusa A eldjelétdl fligg.

Most tekintsiik a Graph rajzold programmal késziilt a 3. abrat!
Itt a ( 7 ) egyenletet dbrazoltuk, az alabbi adatokkal:
r=18mm;d =31mm; ¢c=6;13;19 mm. (A)

A 3. dbra

~ fekete gorbéje ellipszis,c;= 6mm > A>0;

~ z0ld gorbéje parabola, ¢, =13 mm > A=0;

~ pink gorbéje hiperbola, c; =19 mm > A<O0.

Lathato, hogy a mértani hely tipusa valdoban az A paraméter eldjelétdl fiigg.
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3. abra

Most (9) és
A=0

egylitt ezt adja:
d?+y*—2B-x—C=0 ->2-B-x=d*-y*-C,

x() =55 (@ y* = C).

A (11) képlet egy mdsodfoku parabolat ir le.
A tovabbiakban az
A+0

eset(ek)kel foglalkozunk. (9 ) - ben atalakitasokat végezve:

A-x?—2-B-x—C=A-(x2-2-2-x-%);
-2 (e84

igy (13 )és(14) - gyel:

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)



2 2
x2_ 2. Bx—C=A(x-BY _B°_¢|.
A-x?—2-B-x C_A[@ ) -2 J,

most (9)és (15) - tel:

dz.y2+A.[(x_%)2_£2_£]:0,

az B\? _
TV H(-3) -E —=0,

d? 2 2
oy (x-5) =24 E,

A
az (27+z) azta

Ezutan kiszamitjuk a ( 16 ) - ban szerepld végso paramétereket, ( 8 ) - cal is:
B r?

Xo = 4 d- (d=c)2—r2"’

B2 c B%+C-A d? r*4r2. 4% [(d—c)?—r? r2-d? (d—c)? ,
2=—2+—= = [d—c) I _ (d—c) , tehat:
A2 A A? [(d—c)>-r2]? [(d—c)?-r2]?
o r2d?-(d—c)? _r-d-|d—c|

R = R T s e I

a

Folytatva, (16 ), (17)és (18) - cal:

2 2,92, —_~\2 2, )2
bZ_A'(B +£)_A'a2:dl—2'[(d—C)2—T2]'r d (d C)_T (d C)

~ a2 A2 a) T az [(d—c)2-r2]2 ~ (d—c)2—r2 "’
2. d_C)Z
p2 = =)
(d—c)2—r2 '’
most:

A=({d—-¢c)?>—-1r>>0

esetén (19/1)és(19/2) - vel:

2 _(@d=)?r? _ _ld=c|-r
b%eu (d—c)2-r2 >0 = bey = Jd—c)2-r2"’
majd:

A=({d—-¢c)>-1r?<0

esetén (19/1)¢és(19/4) - gyel:

(15)

(16)

(17)

(18)

tehat:

(19/1)

(19/2)

(19/3)

(19/4)



2 — r? - (d—c)? _ r-ld—c|
b hip = gz =0 2 brp = e (19/5)
Ezutan (16 ), (17), (18 )¢és (19) - cel:

_ 2 2
Tl L (20/1)
ez (19/2) esetén:
(x—x0)? y: _

2 T, 1 (20/2)
ellipszis,
(19/4) esetén:

_ 2 2
=1 (20/3)

a? bzhip

hiperbola egyenletét adja. Ezzel, a ( 11) és ( 20 ) képletekkel is — mar nem csak szamsze -
rlien — belattuk, hogy a ( 6 ) egyenlet

~(d — ¢)? —r? > 0 esetén ellipszist,

~ (d — ¢)? — r? = 0 esetén parabolat,

~(d — ¢)? — r? < 0 esetén hiperbolat ir le,

egyezeésben az 1. dbra szovegével.

ML1. A (11) egyenlet kifejtve, (8) - cal is:
1 d? d 2 .
x(y) == (dz'yZ—C)=2_d.T2-(y2—r2)=2—-(’T'—2— 1), tehat:

-
x»=4-(5-1). (11%)

M2. Az Xq centrum - eltolasi koordinatara, ( 17 ) és ( 19 ) - cel is:

2
T b . 4 .
Xo=4d- m > 0 : ellipszis esetén;
2
r . r
Xg=d- RSN 0 : hiperbola esetén.

E tények a 3. abran is megfigyelhetoek.



M3. A P metszéspontra utalo »p» indexet nem tettiik ki az egyenletekben, a konnyebbség
kedvéért.

M4. Azon morfondirozunk, hogyan keriilhetett el6 ez a kissé szokatlan feladat.
Talan egy 1étez6 kupszelet - rajzolé mechanizmus leirasa lenne? Vagy az 1. abrén is meg -
nevezett ( Henri) Brocard francia geométer vizsgalatainak egy mellékterméke?

Forras:

[ 1]-John Casey: A Treatise on the Analytical Geometry of the Point, Line, Circle and
Conic Sections
2. Edition, London, Longmans, Green & Co., 1893.
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